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I[abstraction est ’'un des processus cognitifs les plus élémentaires. Pourtant,
quand il s’agit des mathématiques,’abstraction peut devenir trés difficile. C’est
ce qu’on voit, jour apres jour, dans la salle de classe. Pourquoi I’abstraction
devient-elle difficile? En quoi exactement consiste-t-elle? Que peut-on faire
pour aider les éléves a s’engager dans des processus d’abstraction et faciliter
ainsi leur apprentissage?

Nous aborderons ces questions dans ce chapitre. L.es concepts qui seront
présentés et discutés ici serviront de base aux chapitres suivants.

L’abstraction en tant que processus élémentaire
cognitif

Essayons d’imaginer un moment ce que serait notre monde si, pour une
raison quelconque, nous n’arrivions plus a faire des abstractions. Nous ne
serions plus en mesure de distinguer ce qui rend un objet différent d’un autre.
Par exemple, nous ne pourrions pas distinguer une banane d’un tournevis.
Reconnaitre des objets similaires et former un concept par abstraction,
a partir de ce qui leur est commun et différent, est un processus cognitif
élémentaire. C’est un processus qui n’est pas réservé seulement a ’humain.
On sait, par exemple, qu’il est a la portée des chimpanzés.

En effet, dans une recherche menée par Savage-Rumbaugh, Rumbaugh,
Smith et Lawson, des chimpanzés ont été entrainés a distinguer entre deux
types d’objets : des articles comestibles (bananes, pain, etc.) et des articles
non comestibles (tournevis, reégle, clés, etc.). A la suite de cet entrainement, les
chimpanzés ont pu classifier de nouveaux objets d’apparence tres différente
selon ces deux catégories (voir Figure 1).

Figure 1. Classification, sans erreurs, effectuée par un chimpanzé consistant a classer 5 objets
comestibles et 5 objets non comestibles lors d’un test mené par Sue Savage-Rumbaugh et ses
collaborateurs (1980, p. 923).

Pour classifier les nouveaux objets, ces chimpanzés ont accompli une
abstraction. Celle-ci leur a permis de distinguer les objets comestibles de
ceux non comestibles. A la base de cette abstraction se trouve une capacité

10 o Cpitel_—



Repéres pratiques et conceptuels
e ———

cognitive ¢élémentaire, partagée par plusieurs primates, sans laquelle nous, les
humains, rentrerions dans une quincaillerie en cherchant un restaurant!!

L’abstraction mathématique est relationnelle

On peut apprendre une quantité importante de faits, mais si on n’arrive pas
ales lier entre eux, a saisir ce qu’ils ont en commun, bref, a former un concept
les liant, on ne pourra pas passer a un niveau conceptuel supérieur. Dans
son livre, Extraordinary People: Understanding Savant Syndrome, Donald
A.Treffert raconte le cas de plusieurs individus qui sont capables d’effectuer
trés rapidement des multiplications de nombres a 2 ou 3 chiffres, et de trouver
la racine carrée de nombres assez grands, sans pour autant pouvoir expliquer
leur procédure.

Ces personnes,appelées souvent des « calculateurs instantanés »,accomplissent
ces exploits par cceur, sans un sens mathématique de ce qu’ils font.

Ces démarches impressionnantes seraient une fagon de compenser
I'impossibilité a penser abstraitement. Par exemple, un enfant de cinqg ans, qui
avait une capacité extraordinaire pour effectuer des multiplications rapides,
ne pouvait pas comprendre ou utiliser le langage de facon conceptuelle; il ne
pouvait pas comprendre les définitions de mots ou utiliser des métaphores
dans un sens abstrait. « Son langage, dit Treffert, était limité a des réponses
concréetes, déterminées contextuellement; des réponses mécaniques d’un
type automatique. »?

Ce qui est a la base de I’abstraction est la formation d’un concept (c’est-
a-dire une entité générale) qui permet de regrouper les objets selon un
élément commun. Ce concept apparait en tant que résultat d’un processus
qui fait abstraction de beaucoup de choses : la couleur, la taille, la forme,
etc. Pourtant, comme nous 1’avons mentionné ci-dessus, les abstractions
mathématiques semblent souvent difficiles a accomplir. On peut se poser
la question : pourquoi? Pourquoi les abstractions mathématiques semblent-
elles poser autant de difficultés aux éléves alors que, chez I’humain ayant un
développement normal du cerveau, ’abstraction semble étre un mécanisme
cognitif élémentaire?

Les abstractions mathématiques partent d’une expérience sensorielle concréte
qui peut étre similaire a celle qui rend possible aux chimpanzés la formation
de concepts élémentaires comme « comestible » et « non comestible ». Mais
les abstractions mathématiques vont vite porter non pas sur des objets
concrets, mais sur des symboles les représentant. De plus, ces abstractions,
représentées par des symboles, vont se concaténer entre elles, donnant ainsi
lieu a d’autres abstractions, et ainsi de suite.

! Pour plus de renseignements sur la capacité d’abstraction chez les chimpanzés, nous renvoyons la lectrice ou le lecteur au
document vidéo Introduction aux idées du livre dans le DVD d’accompagnement, en particulier aux passages qui montrent le
concept de numérosité chez le chimpanzé Al

2 Treffert, 1990, p. 178-179. Une bibliographie se trouve a la fin du chapitre.
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Voyons deux exemples qui illustrent ces idées.

Exewple 1 : I'addition

L’introduction, en deuxiéme
année, de l’addition de deux
nombres a deux chiffres, se fait
non pas a partir d’objets concrets,
mais a partir de symboles.

Par exemple, quand on demande
aun éleve d’effectuer 16 + 28, on
ne fait plus référence a I’action
concrete de mettre ensemble
16 blocs et 28 blocs, mais 4 une

Figure 2. Une addition aussi simple que

action sur des symboles (les « 16 + 28 » repose sur plusieurs niveaux de

symboles « 16 » et « 28 »). Pour conceptualisation. Dans un premier niveau, on

effectuer I’addition. I’éleve doit a des objets concrets a additionner. Au niveau 2,
>

on a un arrangement des mémes objets concrets

pouvoir mettre en relation les en concepts (« dizaines », « unités »). Au niveau

symboles et leurs significations 3, on a des symboles qui représentent les objets

(p. ex., 2 signifie deux dizaines, a additionner. Les symboles « 16 » et « 28 » sont

6 signifie 6 unités, etc.). Bref. les symboles de deux abstractions. Enfin, ces
b ). >l

Pabstracti the i ¢ symboles se concaténent pour exprimer I’action
abstraction mathematque  €s d’additionner. Ce qu’on additionne ici ce n’est

une concaténation d’abstractions plus les objets, mais les symboles du niveau 3.
exprimée sous forme de
symboles (voir Figure 2).

Les propos précédents peuvent &tre résumés comme suit : ’abstraction
mathématique repose sur l'utilisation de symboles qui expriment des relations
de plus en plus complexes. Accéder a des niveaux supérieurs d’abstraction
(comme celui montré dans la Figure 2) demande a ’éléve de comprendre
les significations auxquelles renvoient les nouveaux symboles (par exemple,
comment opérer les symboles « 16 » et « 28 ») et de revenir aux significations
préalables lorsque nécessaire (le symbole « 16 » signifie une dizaine et six
unités, mais aussi seize unités, etc.).

Exemple 2 : les patrons

Nous venons de dire que le moteur de I’abstraction est cette capacité a saisir
les similarités et les différences a la base de la formation de concepts et
a représenter cette abstraction par un symbole. Dans ’exemple précédent,
le symbole « 6 » ne représente pas seulement les six blocs montrés ci-dessus,
mais n’importe quel groupement de six objets indépendamment de leur
nature, taille, couleur, poids, etc. On peut imaginer a quel point il serait
difficile d’effectuer des calculs, si on devait utiliser des symboles différents
selon qu’on compte six blocs, six bananes, six tournevis, etc. C’est grice
a cette abstraction et au symbole qui la représente que nous pouvons regrouper
sous un méme concept toutes les collections de six objets, indépendamment
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de leur nature. Dans ’exemple précédent, nous avons vu que ’abstraction
peut étre mise en relation avec d’autres abstractions par Iintermédiaire
d’autres symboles, et ainsi de suite.

I’exemple suivant aidera a clarifier cette idée. Il s’agit d’un exemple portant
sur le domaine de modélisation et algebre, tiré d’une classe de 2¢.

Nous avons donné aux éléves la suite suivante :

N pEE [ 1 LI

Figure 1 2 3 4

Dans la premiére partie de ’activité, en faisant des dessins, les éléves ont
prolongé la suite jusqu’a la Figure 6. Ensuite, les questions ont porté sur un
enfant factice, Mathieu, a qui les éléves devaient expliquer ce qu’il devait
faire pour construire les Figures 8, 12 et 25.

Naturellement, pour répondre a ces questions, les éléves devaient d’abord
distinguer ce qu’il y a de commun et de différent entre ces figures, afin
de former le concepr (ici une structure mathématique) qui correspond aux
figures de la suite. Avec 1'aide de I’enseignante, les éléves ont imaginé les
éléments de la suite comme éléments divisés en deux rangées, I'une au bas,
I’autre au haut, celle au haut ayant un rectangle foncé a la fin. Ils ont dégagé
une similarité : le nombre de la figure coincide avec le nombre de carrés péles
dans la rangée au bas et dans la rangée au haut : la Figure 1 a un carré pale
au bas, un carré pale au haut et un carré foncé; la Figure 2 a deux carrés au
bas, deux carrés pales au haut et un foncé, etc.

En se référant a la Figure 12, Carl, un des éléves de cette classe de 2¢ année,
a écrit :

Pocur g Conglron e ;L dort
Tare  [px2l €F dat wmetre gn fopen

Les éléves ont accompli ici une premiére abstraction. Cette abstraction leur
a permis de trouver le nombre de carrés dans d’autres figures comme la
Figure 25 ou 50. Ainsi, pour répondre a la question suivante : « Pierre veut
construire une grosse figure de la suite. Explique-lui ce qu’il doit faire »,
certains éléves ont pris la Figure 50. C’est le cas de Carl. Bien str, calculer le
nombre total est une tache difficile a ce stade; donc, Carl a suggéré d’utiliser
la calculatrice :
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Comme dans ’exemple précédent, ’abstraction s’exprime ici a ’aide d’un
symbole « 50 + 50 + 1 = 101 ». Ce symbole est constitué¢ d’autres symboles :
« 50 », « 1 », « 101 ». On voit par la, encore une fois, la dynamique de
concaténation de I’abstraction mathématique mentionnée ci-dessus.

Or, dans cette activité, nous voulions amener les éleves a faire face a une
situation encore plus abstraite. Nous voulions que les éleéves généralisent la
procédure a une situation dans laquelle le nombre a calculer reste indéterminé
(c’est-a-dire un nombre quin’est pas 12,25, 50 ou un autre nombre particulier,
méme s’il est grand).

Nous avons donc inventé I’histoire suivante, présentée sous forme de
probléme défi, dans laquelle les éléves devaient écrire un message :

Voici une boite contenant des billets marqués chacun
d’un nombre : 100, 101, 102, 103, etc.

Nous allons prendre au hasard un billet de la boite. Le
nombre sur le billet va représenter le nombre d’une figure
de la suite.

Nous allons mettre le billet dans une enveloppe et
I’envoyer a'Tristan, un éléve d’une autre classe de 2¢ année
qui n’a jamais vu cette suite.

Ecris un message a cet éléve en lui expliquant clairement
ce qu’il faut qu’il fasse pour qu’en regardant le nombre
dans I’enveloppe il puisse calculer rapidement le nombre
de rectangles qu’il y aura dans cette figure.

Les éléves ont travaillé en petits groupes. Comme il a été prévu, plusieurs
éléves ont donné une explication a I’aide d’un exemple. Voici I’extrait d’une
discussion entre les éleves du petit groupe de Carl et ’enseignante. Les éléves
sont Carl, Zia et Emilie :

1. Z1A : Si tu as la figure 50, tu dois faire 50 en bas, 50 en haut,
plus 1 foncé.

2. ENSEIGNANTE : Oui, oui. Alors ¢a, c’est un bon exemple. Mais, s’il a la
figure 100?

3. CARL: 100 plus 100 plus 1 (...)
4. EMILIE : Comme c’est, c’est le numéro, comme...

5. ENSEIGNANTE : Oh! Qu’est-ce que tu dis?
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6. EMILIE :

méme numéro en haut, plus 1.

7. ENSEIGNANTE : Excellent!

C’est le numéro qu’il a, le méme numéro en bas, le

Ala ligne 6, Emilie offre une explication qui ne porte pas sur un nombre
particulier, mais sur un nombre général, un nombre quelcongue, exprimé ici
par « le numéro », qui veut dire le numéro tiré de la boite. C’est un formidable
pas vers ’abstraction. Toutefois, I’explication demeure encore imprégnée de
I’aspect géométrique des figures de la séquence. En fait, 4 y voir de pres, on
se rend compte qu’Emilie propose le processus de construction de la figure,
alors que la question porte sur les calculs 4 faire (Emilie parle encore du haut
et du bas de la figure). I.’enseignante invite donc les éléves a aller encore plus

loin :

8

10.

11.
12.
13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

. ENSEIGNANTE : Ca, c’est excellent. Mais n’oublie pas

ENSEIGNANTE :

ENSEIGNANTE :

EMILIE :

ENSEIGNANTE :

21l [Iéleve de

2¢ année qui tirera le billet de la boite] n’a pas besoin
de dessiner la figure... Alors, comment est-ce qu’on

pourrait faire pour qu’il additionne tout ¢a ...?

CARL : Peut-étre, il pourrait comme prendre les deux, le... un

100 et ’autre 100, et apres faire comme 200 plus 1, qui

égale a 201.

C’est un bon exemple concret, sauf que s’il ne [tire]

pas de 100 [de la boite]; supposons qu’il tire un autre

numeéro...?
ZIA : Quien
EMILIE : Oui...

C’est pour ¢a que j’aimais autre idée d’Emilie qui disait :

tu prends le numéro, puis..., (en s’adressant a Emilie)

qu’est-ce que tu fais avec le numéro que t’as?

EMILIE : Il va mettre le numéro.
ZIA : Il va faire le numéro.
EMILIE : Plus le méme numéro, plus 1.

ENSEIGNANTE : Awww! Qu’est-ce que vous pensez de ¢a?
CARL : Oui!

Ok, puis qu’est-ce qu’il va faire avec la calculatrice?

[...] On peut utiliser notre calculatrice pour calculer.

Les éleéves ont enregistré leur message a ’aide d’'un magnétophone numérique,
devant la classe (voir Figure 3).

L’explication d’Emilie a été la suivante :

Allo, Tristan! Si un numéro que tu as... tu mets le méme
numéro en bas, le méme numéro en haut, plus 1. Apres
tu prends la calculatrice, tu mets le numéro dessus, plus
le mé&me numéro, plus 1. Apres, ¢a va te dire la réponse.

o Processus d’abstraction en mathématiques
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Figure 3. A gauche, ’enseignante montre aux éléves la boite ot seront mis les billets qui porteront
un « grand » numéro chacun (comme 101, 102, etc.). A droite, Emilie et son équipe enregistrent,
devant la classe, le message qui sera envoyé a un éléve de 2¢ année. Ce message lui dit les calculs
a faire pour trouver le nombre de rectangles de la figure dont la position dans la suite correspond
au nombre qui sera tiré de la boite.

On voit donc comment les éleves de 2¢ année arrivent 4 accomplir ce double
passage a I’abstrait. Dans un premier temps, ils ont formulé une abstraction,
en énongant la procédure de construction générale des figures sur des cas
particuliers (Figures 8, 12 et 25). Par la suite, ils ont produit encore une autre
abstraction. Bien str, les éléves n’ont pas encore écrit une formule algébrique
telle que 7 + 7 + 1 ou 2n + 1, mais ils ont réussi a effectuer une généralisation
algébrique, c’est-a-dire une généralisation dont la variable est exprimée
par un nombre indéterminé. Cette deuxiéme généralisation s’appuie sur
la premiére, montrant ainsi le caractére d’enchainement opératoire des
abstractions mathématiques.

Synthese

Dans ce chapitre, nous avons vu que, grace a I’abstraction, I’éléve fait une
synthése d’expériences vécues précédemment et s’éléve 4 un nouveau niveau
de généralité. Cette synthese organise le similaire et le différent et donne une
cohérence a la multitude des faits que I’éléve rencontre dans le monde de
I’expérience.

Il ne faut pas oublier que I’abstraction n’est pas un acte contemplatif.
I’abstraction est un processus par lequel I’éléve crée des liens et exprime son
expérience a un niveau conceptuel plus riche. Justement, on peut dire qu’on
a fait une abstraction quand on a réussi a passer 4 un nouveau niveau de
généralité. Une abstraction repose donc sur un saut ou sur un changement
conceptuel®.

3 Comme nos exemples le montrent, il y a une relation étroite entre abstraction et généralisation. Ainsi, dans le deuxi¢me

exemple, on généralise les actions accomplies sur les figures visibles (Figures 1 a 4) a d’autres figures particulieres qu’on ne
voit pas (comme la Figure 12). Ce ne sont pas les actions qui sont généralisées, mais les objets sur lesquels portent les actions.
Or, pour effectuer cette généralisation, on doit faire une abstraction et traiter la Figure 12 (ou une autre figure qu’on ne voit
pas) comme les figures visibles. Plus tard, dans le probléme de la boite, tant les objets auxquels s’applique la procédure
que la procédure elle-méme sont généralisés. La procédure de calcul porte sur un nombre général, un nombre quelconque,
qui est une abstration des nombres 1, 2, ... 100, 101, etc. Quant a la procédure précédente, elle est une abstraction de la
procédure précédente. On voit donc que, sans s’identifier I'une a I'autre, abstraction et généralisation participent activement
dans Pactivité mathématique.
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Ce qui distingue I’abstraction mathématique d’autres formes d’abstraction,
Cc’est la concaténation opératoire de ses abstractions. Les abstractions
mathématiques, on I’a dit, s’expriment & I’aide de symboles. A leur tour, ces
symboles sont mis en rapport entre eux pour former d’autres abstractions.

La question pour nous est celle de déterminer les conditions didactiques qui
peuvent favoriser les processus d’abstraction en mathématiques chez nos
éleves. Ce sera le théme central du chapitre suivant.
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